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摘　要：三维可压等熵欧拉泊松方程组描述可压等熵理想气态星体的运动规律，它由质量守恒方程、动量守恒
方程及自引力位势满足的泊松方程构成。研究欧拉泊松方程组的自相似解是天体物理及数学领域研究的热点问

题之一，具有重要的现实意义和广阔的应用前景。关于三维可压等熵欧拉泊松方程组自相似解的研究较少。用

分离变量法研究了一类三维可压等熵欧拉泊松方程组的一组自相似解。
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　　在天体物理学中，三维可压等熵欧拉－泊松方
程组为如下形式：

ｐｔ＋·（ｐｖ）＝０

ｐ［ｖｔ＋（ｖ·）ｖ］＋ｋｐγ ＝－ｐ{ φ
（１）

和

Δφ＝４πｇｐ （２）
其中ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）∈Ｒ

３；ｐ＝ｐ（ｔ，ｘ）和，ｖ＝ｖ（ｔ，
ｘ）＝（ｖ１，ｖ２，ｖ３）∈Ｒ

３，φ＝φ（ｔ，ｘ）分别代表流体的

密度，运动速度和自引力位势，ｇ是引力常数，为
了计算简便，设ｇ＝１，ｋ＞０；γ１是常数。

１　概　述
欧拉－泊松方程组不仅在天体物理学有着重要

的应用，而且在生物科学等许多领域亦有着广泛的

应用。它主要研究受到电场外力或自引力作用的流

体的运动。在流体动力学模型中，欧拉 －泊松方程
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组描述半导体器件或是等离子体中电子的运动；在

生物学模型中，描述蛋白质通道中离子的传送，即

离子在细胞外部和薄膜的细胞质边之间的传动［１］。

三维欧拉－泊松方程组是描述，具有自引力势能的
气态星体内部结构发展的流体动力学的一个模型，

对ＥｕｌｅｒＰｏｉｓｓｏｎ方程组解的研究，是天体物理学家
和许多数学学者研究的热点问题。文献 ［２］给出
该方程组静止状态下，关于解的存在性和不存在性

的一些结果；文献 ［３］给出了方程组在某种情况
下会有爆破解的结果；文献 ［４］给出了方程组平
衡解的存在性及多重性；文献 ［５］给出了方程组

１＜γ＜６５时，可压欧拉－泊松方程组平衡解的存

在性。本文研究三维可压等熵 ＥｕｌｅｒＰｏｉｓｓｏｎ方程
组，它由质量守恒方程，动量守恒方程及自引力位

势满足的泊松方程构成。文献 ［６］研究了该方程
组一类爆破解和时间周期解；文献 ［７］研究了该
方程组的平衡解的存在唯一性；文献 ［８］研究了
该方程组平衡解的稳定性，而关于三维可压等熵欧

拉泊松方程组自相似解的研究较少。对于欧拉泊松

方程组的自相似解的研究，也是天体物理及数学领

域研究的热点问题之一，具有重要的现实意义和广

阔的应用前景。

关于非线性偏微分方程组自相似解的求法，郭

志荣等［９］研究了运用相似变换的复合变换法将高

维非线性偏微分方程组化为常微分方程，从而求出

高维非线性偏微分方程组的自相似解；赵向青

等［１０］中提到了Ｒｉｂａｕｄ等通过选择一类特殊的初始
值函数而获得了经典 Ｓｃｈｒ̈ｏｄｉｎｇｅｒ方程的自相似解。
而求解偏微分方程的精确解有各种各样的方法：傅

立叶变换法、格林函数法、逆散射方法、Ｆｏｋａｓ变
换法、分离变量法等等［１１］。由文献 ［１２］得到启
发，我们研究了一类三维可压等熵欧拉泊松方程

组，用分离变量法得到了该方程组的自相似解。

２　主要结论及其证明
定理１　三维可压等熵欧拉 －泊松方程组，存

在下面一组自相似解：

ｐ＝ ｆ（ｓ）
ａ２（ｔ）ｂ（ｔ）

，

ｖ１ ＝
ａ（ｔ）
ａ（ｔ）ｘ１－

τ
ａ２（ｔ）

ｘ２，

ｖ２ ＝
τ
ａ２（ｔ）

ｘ１＋
ａ（ｔ）
ａ（ｔ）ｘ２，

ｖ３ ＝
ｂ（ｔ）
ｂ（ｔ）ｘ

















３

（３）

这里自相似变量ｓ＝
ｘ２１＋ｘ

２
２

ａ２（ｔ）
＋
ｘ２３
ｂ２（ｔ）

而

ｆ（ｓ）＝ αγ－１－ β２ｋγ
ｓ－Ｇ（ｔ）２ｋγ( ·

∫
ｓ

０

１
ｘ∫Ｒ３ｐ（ｙ，ｔ） ｘ－ｙｘ－ｙｄｙｄ)ｓ

１
γ－１
（γ＞１） （４）

与式 （４）对应的有

ａ̈（ｔ）－ τ２

ａ３（ｔ）
＝ β
ａ２γ－１（ｔ）ｂγ－１（ｔ）

，

　ａ（０）＝ａ０ ＞０，ａ（０）＝ａ１，

　Ｇ（ｔ）＝ａ２γ（ｔ）ｂγ－１（ｔ）；

ｂ̈（ｔ）＝ β
ａ２γ－２（ｔ）ｂγ（ｔ）

，

　ｂ（０）＝ｂ０ ＞０，ｂ（０）＝ｂ１，

　Ｇ（ｔ）＝ａ２γ（ｔ）ｂγ＋１（ｔ

















）

（５）

这里τ≠０，β，α≥０，ａ０，ａ１，ｂ０，ｂ１是任意常数
证明　文献 ［１２］已证自相似解 （３）满足质

量守恒方程ｐｔ＋·（ｐｖ）＝０。下面证明自相似解
（３）满足方程组 （１）的第二个方程。

方程组 （１）的第二个方程的第一个分量方程
是

ｐ｛ｖ１ｔ＋（ｖ１ｖ１ｘ１＋ｖ２ｖ１ｘ２＋ｖ３ｖ１ｘ３）｝＋

ｋｐ
γ

ｘ１
＝－ｐφ

ｘ１
（６）

将自相似解 （３）代入式 （６），整理得
ｐ

ａ２γ－１（ｔ）ｂγ－１（ｔ）ａ（ｔ）
ｘ１
ａ（ｔ）·

ａ̈（ｔ）－ τ２

ａ３（ｔ( )） ａ２γ－１（ｔ）ｂγ－１（ｔ）{ ＋

２ｋγｆγ－２（ｓ）ｆ（ｓ）＋ａ２γ（ｔ）ｂγ－１（ｔ）１ｘ１
φ
ｘ}
１
＝

ｐ
ａ２γ－１（ｔ）ｂγ－１（ｔ）

ｘ１
ａ（ｔ）·

β＋２ｋγｆγ－２（ｓ）ｆ（ｓ）＋ａ２γ（ｔ）ｂγ－１（ｔ）１ｘ１
φ
ｘ{ }
１
＝０

其中

ａ̈（ｔ）－ τ２

ａ３（ｔ）
＝ β
ａ２γ－１（ｔ）ｂγ－１（ｔ）

，

ａ（０）＝ａ０ ＞０，ａ（０）＝ａ１，

β＋２ｋγｆγ－２（ｓ）ｆ（ｓ）＋ａ２γ（ｔ）ｂγ－１（ｔ）１ｘ１
φ
ｘ１
＝０

（７）
且

ｆ（０）＝α≥０，Ｇ（ｔ）＝ａ２γ（ｔ）ｂγ－１（ｔ） （８）
由方程 （２）得

φ（ｘ）＝－∫Ｒ３ ｐ（ｙ，ｔ）ｘ－ｙｄｙ （９）

５７
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则可求得方程 （８）的精确解是

ｆ（ｓ）＝ αγ－１－ β２ｋγ
ｓ－Ｇ（ｔ）２ｋ( γ

·

∫
ｓ

０

１
ｘ１∫Ｒ３ｐ（ｙ，ｔ）

ｘ１－ｙ１
ｘ－ｙｄｙｄ)ｓ

１
γ－１
（γ＞１）（１０）

方程组 （１）的第二个方程的第二个分量方程是
ｐ｛ｖ２ｔ＋（ｖ１ｖ２ｘ１＋ｖ２ｖ２ｘ２＋ｖ３ｖ２ｘ３）｝＋

ｋｐ
γ

ｘ２
＝－ｐφ

ｘ２
（１１）

将自相似解 （３）代入式 （１１），整理得

ｐ
ａ２γ－１（ｔ）ｂγ－１（ｔ）

ｘ２
ａ（ｔ）·

ａ̈（ｔ）－ τ２

ａ３（ｔ）( )） ａ２γ－１（ｔ）ｂγ－１（ｔ）{ ＋

２ｋγｆγ－２（ｓ）ｆ（ｓ）＋ａ２γ（ｔ）ｂγ－１（ｔ）１ｘ２
φ
ｘ}
２
＝

ｐ
ａ２γ－１（ｔ）ｂγ－１（ｔ）

ｘ２
ａ（ｔ）·

β＋２ｋγｆγ－２（ｓ）ｆ（ｓ）＋ａ２γ（ｔ）ｂγ－１（ｔ）１ｘ２
φ
ｘ{ }
２
＝０

其中

ａ̈（ｔ）－ τ２

ａ３（ｔ）
＝ β
ａ２γ－１（ｔ）ｂγ－１（ｔ）

，

ａ（０）＝ａ０，ａ（０）＝ａ１，

β＋２ｋγｆγ－２（ｓ）ｆ（ｓ）＋ａ２γ（ｔ）ｂγ－１（ｔ）１ｘ２
φ
ｘ２
＝０

且

ｆ（０）＝α≥０，Ｇ（ｔ）＝ａ２γ（ｔ）ｂγ－１（ｔ） （１２）
则可求得方程 （１２）的精确解是

ｆ（ｓ）＝ αγ－１－ β２ｋγ
ｓ－Ｇ（ｔ）２ｋγ( ·

∫
ｓ

０

１
ｘ２∫Ｒ３ｐ（ｙ，ｔ）

ｘ２－ｙ２
ｘ－ｙｄｙｄｓ)　　

１
γ－１
（γ＞１）（１３）

方程组 （１）的第二个方程的第三个分量方程是：
ｐ｛ｖ３ｔ＋（ｖ１ｖ３ｘ１＋ｖ２ｖ３ｘ２＋ｖ３ｖ３ｘ３）｝＋

ｋｐ
γ

ｘ３
＝－ｐφ

ｘ３
（１４）

将自相似解 （３）代入式 （１４），整理得

ｐ
ａ２γ－１（ｔ）ｂγ＋１（ｔ）

ｘ３
ａ（ｔ）

　
　
ｂ̈（ｔ）ａ２γ－２（ｔ）ｂγ（ｔ）{ ＋

２ｋγｆγ－２（ｓ）ｆ（ｓ）＋ａ２γ－１（ｔ）ｂγ＋１（ｔ）１ｘ３
φ
ｘ}
３
＝０

其中

ｂ̈（ｔ）＝ β
ａ２γ－２（ｔ）ｂγ（ｔ）

，

ｂ（０）＝ｂ０ ＞０，ｂ（０）＝ｂ
{

１

β＋２ｋγｆγ－２（ｓ）ｆ（ｓ）＋ａ２γ－１（ｔ）ｂγ＋１（ｔ）１ｘ３
φ
ｘ３
＝０

且

ｆ（０）＝α≥０　Ｇ（ｔ）＝ａ２γ（ｔ）ｂγ＋１（ｔ）（１５）
则可求得方程 （１５）的精确解是

ｆ（ｓ）＝ αγ－１－ β２ｋγ
ｓ－Ｇ（ｔ）２ｋγ( ·

∫
ｓ

０

１
ｘ３∫Ｒ３ｐ（ｙ，ｔ）

ｘ３－ｙ３
ｘ－ｙｄｙｄ)ｓ

１
γ－１
（γ＞１）（１６）

这就证明了三维可压等熵欧拉泊松方程组有一组自

相似解，定理１证毕。
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